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RESUMO

Apresentam-se, neste artigo, solugdes praticas para problemas
de plasticidade, com a determina-c¢@o da carga de colapso em
estruturas geotécnicas, considerando o Método das Linhas de
Deslizamento. Sdo abordados, especificamente para o método,
os conceitos basicos matematicos e procedimentos para obten-
¢do da geometria. Partindo das linhas de deslizamentos e dos
pardme-tros de resisténcia do solo sdo mostrados exemplos
praticos de determinagdo da capacidade de carga para funda-
¢des e estabilidade de taludes. Comprova-se, considerando
suas limitacdes, a utilidade do método para situacdes usuais
em geotecnia.

Palavras-Chave: Plasticidade, linhas de deslizamento, geotec-
nia, fundagdes, estabilidade de taludes.

ABSTRACT

This Paper presents practical solutions for plasticity problems,
with the determination of collapse load in geotechnical struc-
tures, considering the Slip Line Method. It is approached, spe-
cifically for the method, the mathematical basic concepts and
procedures to get the geometry. Star-ting of the slip line and of
the soil shear parameters, practical examples of load capacity
deter-mination are shown for foundations and slope stability. It
is proven, considering their limitati-ons, the usefulness of the
method for geotechnical usual situations.

Keywords: Plasticity, slip line, geotecnnique, foundation,
slopes stability.

1. INTRODUCAO

Existem muitas solugdes para os problemas de limite elasti-
co linear, no entanto, solu¢des exatas para problemas de valor
limite que envolvem as deformagdes plasticas dos solos sdo
bem restritas.

Para fins praticos em problemas de engenharia, nor-mal-
mente procura-se determinar as deformagdes que ocorrem no
regime elastico e a carga de colapso. As primeiras podem ser de-
terminadas a partir da Teoria da Elasticidade. Para determinagao
da carga de colapso, em problemas de geotecnia, usualmente
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adota-se um dos métodos seguintes:
e Método das linhas de deslizamento;
» Método do equilibrio limite;
* Método da analise limite.

O presente trabalho trata do problema plastico em solos,
considerando o método das linhas de deslizamento, assim
como abordado por MENDELSON (1968), WU (1970), CHEN
(1975), ATKINSON (1981) e DIRCEU et al. (1998).

O estudo matematico da plasticidade apresentou um salto no
inicio do século XX com a derivaco das equa-¢des das linhas
de deslizamento para o caso de deformagdes planas. PRANDTL
(1920) foi o primeiro a obter uma solugdo de forma analitica-
mente fechada para estas equagdes no caso de fundagdes em
solos sem considerar seu peso (y=0,). Seus resultados foram
ampliados posteri-ormente para problemas particulares de capa-
cidade de carga de fundagdes em solos, com y=0, onde as linhas
de deslizamento, de pelo menos um grupo, so retas e a solu¢ao
tem forma fechada.

Porém, a importante inclusdo do peso do solo torna a solugéo
matematica consideravelmente mais complexa e muitos métodos
aproximados vinham sendo desenvolvidos. SOKOLOWSKII
(1965) adotou uma técnica numérica baseada em aproximagdes
por diferencas finitas das equagdes das linhas de deslizamento.
Ele obteve solugdes para um bom numero de problemas em ca-
pacidade de carga em fundagdes e taludes, assim como pressdes
de terra em paredes de contengdo, para os quais ndo era possivel
a obten¢do de solucdes fechadas. Resultados com técnicas gra-
ficas, formas aproximadas que incluiam a aplicagdo de métodos
de perturbagdo e métodos de expansdo de séries também foram
apresentados por pesquisadores na mesma época.

2. PLASTICIDADE EM SOLOS - LINHAS DE
DESLIZAMENTO

O escoamento plastico iminente do solo ocorre quando uma
regido deste, suficientemente grande, sob a fundagdo ¢ carrega-
da até sua condigao limite. No momento de escoamento plastico
iminente, ambos, o equilibrio ¢ a condi¢do de escoamento, sdo
satisfeitos na regido proxima a fundagdo. Em solo, o critério
de Coulomb é amplamente usado para esta condi¢do de rup-
tura. Combinando-se o critério de Coulomb com as equagdes
diferenciais de equilibrio plastico na regido, juntamente com as
condicdes de tensdes limites, tem-se um grupo de equagdes que
pode ser usado para investigar as tensdes no solo, abaixo de uma
fundac@o ou atras de uma parede de conten¢do no momento imi-
nente do escoamento plastico. Para resolver problemas especifi-
cos, ¢ conveniente transformar este grupo de equagdes para co-
ordenadas curvilineas, pois as dire¢cdes dos pontos nesta regido
de escoamento coincidem com as dire¢des de ruptura ou planos
de deslizamento. Essas dire¢oes de deslizamento sdo conheci-
das como linhas de deslizamento e a rede ¢ chamada de campo
de linhas de deslizamento.

Quando as tensdes no solo ocorrem de forma que os eixos
principais possuam a mesma dire¢do para todos os pontos,
pode—se, entdo, dizer que a superficie de ruptura consiste em
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dois grupos de planos, comumente denomi-nados a e .

Por outro lado, em varios outros problemas, ocorrem casos
em que as direcdes dos eixos principais variam de ponto para
ponto e proporcionam uma superficie de escoamento curva.
Tomando-se como exemplo o acréscimo de tensdes sob uma
fundagio corrida, que no momento do escoamento plastico da
massa de solo alcanga a sua condigdo limite e, portanto, tem
as condi¢des de equilibrio e escoamento satisfeitas na regido
proxima da funda-¢do a solugdo apresentada, ¢ uma combina-
¢éo do critério de ruptura, segundo Mohr-Coulomb, s = ¢ + a
tan, com as condi¢des de equilibrio, que sao escritas em forma
diferencial. A teoria da linha de deslizamento faz trés suposi¢des
restritivas, como segue:

* Deformagéo plana de tensdo;
* Carregamento “quasi-estatico”;

* O solido ¢ idealizado como de comportamento rigi-do-
plastico perfeito.

Em duas dimensdes, as equagdes diferenciais de equi-librio
sdo:

% + a/z-iw =X
ox dy
Jdo, d1,,
— ==Y
ay ox (1)

Os termos X e Y sdo for¢as do corpo, ou peso, por u-
nidade de volume.

O critério de ruptura € aqui definido por,

s=c+otan
¢ @
Para se combinar em (1) e (2), transforma-se a equa-
¢do do critério de ruptura, de acordo com as operacdes a
seguir. As tensdes de ruptura sao descritas pelo circulo de
Mohr (Figura 01-a).

Do circulo de Mohr:

1
ac=5(0'1+0'3)+c.cot¢ 3)

1
ac= E(O-l -0;) @

Através de relagdes geométricas, pode-se escrever:

1 1
E(Gl +0,) 2[5(0'1 +0,)+c.cotg]—c.cotg
1 1
—(0,-0,)=[=(0, +0,)+c.cotd]sens
2 2
(&)
Se o eixo principal “1” € inclinado formando um an-
gulo Y com os eixos das abscissas, pode-se escrever:
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c.cotgd | o3

O

(a)

(b)

Figura 1 - (a) ciculo de Mohr de tensdes na ruptura e (b) planos de desliza-
mento e eixos principais no plano xy

Entdo, obtem-se o sistema de equagdes (7) que € a
condicdo de ruptura expressa em termos de

o.,0, ,T ,0,,0 . . .
Ty T P Ag direcdes das linhas de desliza-

mento e dos eixos principais, no plano xy, estdo ilustra-
das na Figura 01-b.

o, =0y= [%(0'1 +0,)+c.cot gp](1£ sengcos2y) — c.cot g¢

T, = [l (0, +0,)+c.cotgdlsengcos2y)
2 (7)

As equagdes dos sistemas (1) e (7) s@o as equacdes
basicas que podem ser combinadas, obtendo-se entao:

_(0,+0y)
2

+c.cot g¢

a

®)

Substituindo as equagdes (7) e (8) em (1) e (2), ob-
tém-se:
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(1+seng@cos 21//)8—}( +
ox

27 _

seng@sen 2y 3 ©)
Y

cos@(sen 2y 8_1// —cos2y 8_1//)
ox dy
_ cot g0 0%

20

a

sen ¢gsen 21//3—1 +
X

aZ
1-— ) 4 4
( sen ¢ Ccos l//) )y (10)

cos @(sen 2y aal//

X

+sen 21//a—y/)
dy

_ cotgg %
20,
sendo,
_cotge In o,
2 c

(11)
As equacdes (9) e (10), podem ser simplificadas, in-
troduzindo-se as novas variaveis 6 eV , COMO Sera mos-

trado a seguir. Observa-se que as varidveis 5 e V con-
tém um termo de tensdo ¥ mais o termo Y, que indicam a

dire¢do da tensdo principal. Se e V sdo conhecidos
em um ponto, entdo as tensdes sdo prontamente encon-
tradas.

S=x+ty v=x-y (12)
Entdo, as equagdes (9) e (10) ficam:
0 d
% L g+ B2 =
ox dy
ov ov
- t - —_—=
o gy - ) > ¢
(13)
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onde:

p=45-9

- Xsen(y £ B)—Y cos(y £ )
(0, + 0, +2ccot gg)sengcos(y £ f3) 15)
9
A derivada total ox pode ser escrita:

9 _0g 9y _0&y 95
dx oJx dyodx dyox dy

(14)

a=

tan(y + B)—b
(16)

Essa equacdo € muito ttil devido a relagdo que segue.
No sistema de coordenada xy na curva com inclinagdo

a_y =tan(y + f)
X

a equacgdo se reduz , entdo, como segue:

9% _
ax 17

Nota-se que g (¥ + [3) é exatamente a inclinagio da

linha de deslizamento (Figura 01-b). Sendo assim a equa-
¢30 (17) fornece a relacdo entre tensdes ao longo da linha

v

de deslizamento. Com tratamento similar para ox ,
obtém-se a relacdo de tensdes ao longo da outra linha de
deslizamento.

ov
R— a
ax (18)

Se a for¢a do corpo, isto €, o peso for considerado 0
(zero), Y= 0, entdo a e b sao ambos equivalentes a 0
(zero), assim, ao longo de um dos grupos de linhas de
deslizamento, & € constante, enquanto que ao longo do
segundo grupo, v € constante.

2.1. CONSTRUCAO GEOMETRICA DE UM CAMPO
DE LINHAS DE DESLIZAMENTO

Com o objetivo de conduzir a uma melhor compreen-
sdo dos conceitos bdsicos de campo de linhas de desliza-
mento serd, entdo, realizada a apresentacdo da construgao
geométrica desse campo, de acordo com PRAGER
(1953). Tal sugestdao consiste no uso de dois planos de-
nominados plano de tensdo e plano fisico (Figura 02).

Considerando que o ponto P estd passando para o es-
tado de escoamento plastico, o vetor de tensdo atuante,
nesse ponto, ird depender da orientacdo das dreas desse
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elemento. A Figura 02 mostra os varios elementos de
drea nos quais as tensdes normais atuam em relacdo ao
plano xy. Esses elementos de drea que na realidade con-
tém o ponto P estdo mostrados separadamente para uma
melhor compreensdo. Os lados hachurados da Figura 02-
b representam o material. As tensdes estdo atuando do
lado ndo hachurado para o lado hachurado.

E conveniente identificar o elemento de drea pela di-
recdo do mesmo em relacdo ao plano xy ao invés de indi-

(a)

S. Cu
O
B _‘_""‘xP

Txy H"X

oy C Sa -
i ¢’ / Txy
A
C=x

ca-lo pela sua direcdo normal. Dessa forma os angulos
deverdo ser medidos no sentido anti-hordrio a partir do
eixo y negativo.

Pode-se observar na Figura 02-a o circulo de Mohr
para o estado de tensdes do ponto P do plano fisico. Esse
ponto € o pdlo desse circulo e € obtido desenhando uma
linha reta no plano de tensdes por qualquer ponto de
tensdo, A ou B, paralela ao tragado no plano fisico, sobre
o qual a tensdo atua, até interceptar o circulo de Mohr.

I

Figura 2 - Plano de tensdes (a) e plano fisico (b)

Os pontos de maior e menor ordenadas, I e II, no cir-
culo de Mohr da Figura 03 correspondem a mixima e a
minima tensdes cisalhantes e, por definicdo, sdo denomi-
nados de + k. As direcdes dessas tensdes sao dadas pelos
segmentos de reta PI e PII respectivamente. Por defini-
¢do, essas diregdes serdo chamadas de direcdo ., primei-
ra direcdo de cisalhamento, e direcéo f, segunda diregio
de cisalhamento.

Com base nesses conceitos, a constru¢do geométrica
do campo de linhas de deslizamento pode ser obtida
fazendo-se uso do seguinte fato: Quando se desloca, ao
longo da linha de deslizamento no plano fisico, o p6lo do
circulo de Mohr forma um cicléide no plano de tensdes.
Isto ocorre quando o circulo rola sem deslizar, ao longo
da tangente superior T = k, se movido ao longe da linha o
e ao longo da tangente inferior T= -k, para a linha f
como mostra a Figura 04 (PRAGER, 1953).

Ss

(a)

(b)
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Figura 3 - Tragado cicldide do polo no plano de tensdes (a) e correspondente linha de deslizamento no plano fisico (b).

Linhas 8

v A

Linhas o

Figura 4 - Familias de linhas ¢ e 3.

Dessa maneira assume-se o estado de tensdes como
conhecido no ponto P do plano fisico da Figura 3-b. O
circulo de Mohr e o p6lo P podem ser construidos co-
mo mostrado na Figura 3-a. As direcdes da primeira e
segunda linhas de deslizamento em P sdo também co-
nhecidas de PI e PII. Agora, movendo-se ao longo da
segunda linha de cisalhamento, linha [, para o ponto
P’, o pdlo P do circulo de Mohr se movera para P’,
quando o circulo rolar sobre a linha tangente Ss = -k.
As tangentes para as duas linhas de deslizamento em P’
sdo dadas pelas diregoes P’I e P’II como mostrado
pelas linhas tracejadas na figura 3-a. Alternativamente
como P’II € normal a cicléide em P’ (o ponto II € cen-
tro de rotagdo instantdneo), o elemento da linha de
deslizamento em P’, no plano fisico, é normal ao ele-
mento da cicléide em P’, no plano de tensdes. As linhas
de deslizamento no ponto P” podem ser estabelecidas
da mesma maneira. No mesmo instante, as tensées Gy,
e 0", sdo determinadas a partir das posi¢des do centro
do circulo. E evidente que as cicléides criadas com este
procedimento s@o as imagens no plano de tensdes das
linhas de deslizamento do plano fisico.

3. APLICACOES

O método de linhas de deslizamento pode ser apli-
cado para determinagdo da configuragdo de colapso em
diversos problemas geotécnicos, entre eles: capacidade
de carga em fundagdes, estabilidade de taludes e pare-
des de contencdes, em situagdes drenadas e ndo drena-
das de carregamentos. A seguir serdo mostrados exem-
plos de utilizacdo de linhas de deslizamento para de-
terminacdo da carga de colapso em situacdo nio drena-
da, em fundacdes e taludes.
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do circulo. E evidente que as cicldides criadas com este
procedimento sdo as imagens no plano de tensdes das
linhas de deslizamento do plano fisico.

3.1. FUNDACOES

A Figura 5-a mostra a seciio de uma fundag@o corri-
da, de largura B, na superficie do solo de peso especifi-
co 7y e resisténcia ao cisalhamento ndo drenado C,. A
tensdo total na superficie do solo fora € p e deseja-se
calcular a carga F,, que quando aplicada rapidamente
ird causar o colapso nao drenado da fundagdo. A Figura
5-b mostra a malha de linhas de deslizamento denomi-
nadas e S, que sdo compostas por linhas retas e circu-
lares, que se interceptam formando um angulo de 90° e
satisfazem as equagdes consideradas para o caso.

As tensdes totais verticais e horizontais abaixo da
fundagdo e da superficie do solo sdo tensdes principais
e as linhas de deslizamento neste caso sdo inclinadas
45° em relagdo a horizontal, que € a superficie do solo.

A malha de linhas de deslizamento mostrada na Fi
gura 5-b pode ser simplesmente esbocada da mesm:
forma que sdo tragadas as redes de fluxo para casos d
percolagdo no solo.

Considerando o estado de tensdo na linha de desli
zamento [, ADCEB (Figura 5-b), nota-se que as ten
sOes principais A e B sdo horizontal e vertical, e cons
truindo-se o circulo de Mohr (Figura 5-c¢) obtém-se o
estados de tensdes em A e B na ruptura como segue:

F
S, =-<-C,

B (19)
S, =p+C, 20)

A mudanca de tensdo de SA para SB ao long«
da linha de deslizamento ADCEB (

=4
AS _2C"A77 + }AZ , sendo o angulo entre a dire

¢do principal maior e o eixo y, partindo deste no senti
do anti-horario, com sinal negativo para uma linha d
deslizamento f. Da geometria (Figura 5-b), tem-se quu

1
An=—rx
e z=0,ent ao:

S,—S,=-nC, on

F. =Q2+7)C,B+ pB )
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3.2. TALUDES

O método de linhas de deslizamento para confi
guragdo de colapso, também ¢é utilizado, como ser:
mostrado aqui, para casos de estabilidade de talud

carregado em situagdo nio drenada.

A Figura 06 mostra o talude com angulo i e altura F
em solo saturado sobre rocha sd. A resisténcia ao cisa
lhamento ndo drenada do solo € Cu e seu peso especifi
co equivale a ¥ Uma tensdo normal uniformement
distribuida ¢ € aplicada na superficie e uma tensa
normal uniformemente distribuida p (< ¢) € aplicada n«
talude.

Esboca-se a rede de linha de deslizamento e entas
se calcula a tensdo superficial no colapso ¢g. para un
valor dado de p considerando carregamento ndo drena
do.

A Figura 06 mostra a rede de linhas de deslizamen
to constituida das linhas e [, que se interceptam for
mando um angulo de 90° e satisfazem as equacde
relativas a situacdo e fazem 45° com o plano da tensa
de deslizamento 5, ABCD, tem-se:

AS =-2C,An+ Az

AT
—0—1 b

Solo (C.,Y)

(23)

(@)

F [y A4

45°

D

(b)

N N
PARNY,

Sa

-
N

B

7]

©

Figura 5 - Rede de linhas de deslizamento em fundagdes para carregamento
ndo drenado
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Na superficie a tensdo principal maior € vertical, ao
passo que no talude, a tens@o principal maior acompa-
nha o declive. Em A e D, respectivamente, tem-se:

SA = qc - C

u

(24)

S,=p+C, 25

Da geometria (Figura 06) a rotagdo no sentido anti-
horério da direcdo da tensdo principal maior de A para
D € if = (90° - i) e para a linha de deslizamento 3,
ABCD, tem-se:

S, -S,=-2C, (lfc—i) +
2 (26)

OndeZ =Az ¢q profundidade do ponto D (Figura
06). Entao:
q.=p—1+C,(2+m—2i) 27
Com i=0 e z=0, a solucdo se reduz para o caso de

fundacdes e para i=90° para o caso de empuxo ativo em
paredes de contencao.

Qe

A

NA—=—

— NA

O1

Eé} Rocha

Figura 6 - Rede de linhas de deslizamento em taludes para carregamento nio
drenado.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Como se pode observar, a solu¢do consiste em um
campo de linhas de deslizamento em determinada regi-
do, a qual satisfaz as condi¢des de contorno a ela dire-
tamente relacionadas, as equagdes de equilibrio e o
critério de escoamento em cada ponto no seu interior. O
campo de tensdes € denominado “campo parcial de
tensdes”. H4, entretanto, neste estudo, uma particulari-
dade conceitual de fundamental importancia: a distribu-
icdo de tensdes fora da regido onde ocorre o campo
parcial de tensdes ndo € definida. Para que se obtenha
uma solugdo rigorosamente vélida, sob o ponto de vista
da mecanica, é importante que exista uma distribuicao
de tensdes, fora da regido em escoamento, em equili-
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brio com o campo parcial de tensdes, e que ndo viole o
critério de escoamento. O campo parcial de tensdes,
assim estendido para regides externas aquela em esco-
amento, denomina-se “campo estendido de tensdes”.

Assim, € valido salientar que o campo parcial de
tensdes, obtido a partir da solugcdo das equacdes, ndo
conduz necessariamente a solucao correta para o pro-
blema, nem se pode afirmar que se trata de um dos
limites: inferior ou superior, estabelecidos pelo método
da anélise limite. Porém, quando este campo de tensdes
puder ser estendido para todo o corpo, além da zona
plastificada, satisfazendo sempre as equagdes de equili-
brio, ao critério de escoamento e as condigdes de con-
torno, além de estar associado a um campo de desloca-
mento compativel, entdo a solucdo assim obtida € rigo-
rosamente correta.
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